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  Взаимодействие колеса 
с рельсом при качении 
Колёсная пара является наиболее нагруженным в эксплуатации эле-ментом ходовых частей подвижного 
состава железных дорог, непосредственно 
взаимодействуя с рельсом . Вследствие из-
вилистого движения колёсных пар в колее 
их взаимодействие сопровождается воз-
никновением сил и моментов в горизон-
тальном направлении . Горизонтальные 
силы усиливаются с участием рамы . Меж-
ду колесом и рельсом возникает трение 
качения . Касательные силы, которые об-
наруживаются в точке контакта, вызывают 
проскальзывания колес по головке рельса .
Когда касательные силы меньше силы 
сухого трения, относительное скольжение 
колеса по рельсу в процессе качения счи-
тают происходящим за счёт упругих дефор-
маций материалов колеса и рельса и назы-
вают упругим скольжением, или крипом: 
F = ku/v, где k –  коэффициент крипа, v – 
скорость поезда, u –  скорость проскальзы-
вания [2] .
Рассмотрим более подробно модель 
упругого скольжения . В контакте качения 
при незначительных крутящих моментах, 
как установлено, первоначально возникает 
малая область проскальзывания, которая 
затем возрастает с увеличением положи-
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Проблемой неравномерного износа 
колёсных пар занимаются многие 
учёные мира, имеющие отношение 
к вагоностроению. Создаются всё 
новые программные комплексы для 
математического моделирования, 
и в каждом заложена своя теория динамики 
подвижного состава. В данном случае 
рассмотрены основные положения 
деформации и износа колеса по кругу 
катания при движении вагона. При этом 
более подробно расписана модель упругого 
скольжения. При качении колеса и наличии 
крутящего момента в области контакта 
всегда существует область схватывания, 
которая находится на входе. И область 
проскальзывания на выходе. Доказано, 
что коэффициент проскальзывания равен 
деформации в области схватывания. 
При соблюдении определённых 
кинематических и динамических условий 
построен график распределения напряжения 
в зоне контакта. На основе теории 
касательных напряжений получена формула 
смещения, которая трансформирована 
в новую формулу коэффициента крипа, 
сохранившую физический смысл найденной 
величины.
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Рис. 2. Касательно нагруженный контакт.
Данные силы приводят к смещению в касательном направлении:
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где Е − модуль упругости материала колеса. С помощью этих зависимостей 
можно построить график распределения напряжения в контакте.
Распределение нормального давления по всей области контакта даётся 
формулой Герца:
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Чтобы построить распределение напряжения для контакта качения, 
необходимо выполнить определённые кинематические и динамические 
условия. Согласно рис. 1 материал, входящий в область контакта, находится в 
деформации. Допустим, что деформация в зоне контакта постоянна. И
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Чтобы построить распределение напряжения для контакта качения, 
необходимо выполнить определённые кинематические и динамические 
условия. Согласно рис. 1 материал, входящий в область контакта, находится в 
деформации. Допустим, что деформация в зоне контакта постоянна. И
тельного момента, пока не наступит полное 
скольжение [11] . Для понимания процес-
сов, протекающих в контакте (колесо–
рельс), возьмем упрощённую модель упру-
гого колеса (рис . 1) .
При осуществлении полного поворота 
колеса можно заметить, что упругие эле-
менты, которые входят в контакт с поверх-
ностью, находятся в сжатом состоянии . 
При выходе из области контакта, где эле-
менты нагружены на растяжение, а дейст-
вие нормальной силы ослабевает, равнове-
сие нарушается и элементы релаксируют . 
Вследствие этого колесо ещё немного 
проворачивается . При качении колеса 
и наличии крутящего момента в области 
контакта всегда существует область схва-
тывания, которая находится на входе . 
И область проскальзывания –  на выходе . 
Нетрудно определить, что коэффициент 
проскальзывания равен деформации в об-
ласти схватывания в пятне контакта:
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Теперь время использовать известные 
формулы из теории упругости . Предполо-
жим, что пятно контакта представляет 
собой круг с радиусом а, как показано на 
рис . 2а . В этой зоне действуют касательные 
напряжения:
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где Е –  модуль упругости материала колеса . 
С помощью этих зависимостей можно 
построить график распределения напряже-
ния в контакте .
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Чтобы построить распределение напря-
жения для контакта качения, необходимо 
выполнить определённые кинематические 
и динамические условия . Согласно рис . 1 
материал, входящий в область контакта, 
находится в деформации . Допустим, что 
деформация в зоне контакта постоянна . 
И предположим, что в зоне проскальзыва-
ния должно выполняться условие (закон 
трения Кулона) F
тр
 = μN:
τ(x)=μp(x).
Тогда формула расчёта касательных 
напряжений в зоне контакта:
τ(x)= τ
1
(x)+ τ
2
(x),
где τ
1
(x) –  касательное напряжение в зоне 
схватывания, τ
1
(x) –  касательное напряже-
ние в зоне проскальзывания .
Как следует из рис . 3, d = a –  c .
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ний позволяет вывести формулы смеще-
ния:
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Рис. 3. Распределение касательных напряжений в зоне контакта.
а –  половина ширины зоны контакта; с –  области схватывания.
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Подставляем вместо τ1 выражение закона Кулона, получаем τ1 = µp0.
Рис. 4. Кривая проскальзывания при наличии тангенсальной силы.
Рис. 4. Кривая проскальзывания при наличии тангенсальной силы.
Из графика видно, что полное скольжение во всей области контакта 
наступает, когда Fx = µFx. В этом случае коэффициент крипа 
(псевдопроскальзывания): k = -µa/R.
Таким образом, мы получили новую формулу коэффициента крипа,
которая сохраняет физический смысл самой величины.
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Для полного смещения получаем:
( )22
1 2x
x dx
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= − +  .
А формула для деформации принимает 
вид:
( )
1 2
22x x du x
x aE cE
τ τ
−∂
= − +
∂
 .
Подставляем вместо τ
1
 выражение закона 
Кулона, получаем τ
1 
= µp
0
 .
Принимая во внимание то, что деформа-
ция в зоне схватывания постоянна, имеем 
формулу:
02xu p d
x aE
µ∂
= −
∂
 .
Полная поперечная сила в области кон-
такта рассчитывается уравнением
( ) 0 0
2
2
( )
2 2
1  .
a
x
a
N
c
F L x dx L a p c p
a
c
F
a
π πτ µ µ
µ
−
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∫  
Выражение d = a –  c преобразуем, полу-
чаем d/a = 1 –  c/a и, подставив его в выраже-
ние для полной поперечной силы, находим 
неизвестное расстояние d:
x
N
F
d a
Fµ
=  .
Используя формулу для деформации в зоне 
схватывания, выводим коэффициент крипа:
02x x
N
u p F
k
x E F
µ
µ
∂
= = −
∂
 .
Принимаем
= 0 2
a
p E
R
, 
где R –  радиус колеса .
Получаем окончательную формулу крипа 
для железнодорожного колеса:
x
N
Fa
k
R F
µ
µ
= −  .
Эта зависимость, как показано на графи-
ке рис . 4, соответствует кривой проскальзы-
вания .
Из графика видно, что полное скольже-
ние во всей области контакта наступает, 
когда F
x 
= µF
x
 . В этом случае коэффициент 
крипа (псевдопроскальзывания): k = -µa/R.
Таким образом, мы получили новую фор-
мулу коэффициента крипа, которая сохра-
няет физический смысл самой величины .
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Background. The wheel set is the most loaded 
element in operation of running parts of rolling stock 
of railways, directly interacting with the rail. Due to the 
twisting motion of wheel sets in the track, their 
interaction is accompanied by appearance of forces 
and moments in the horizontal direction. The 
horizontal forces are strengthened with participation 
of the frame. Rolling friction occurs between the wheel 
and the rail. The tangential forces that are detected 
at the point of contact cause slippage of the wheels 
along the rail head.
When the tangential forces are less than the dry 
friction force, the relative sliding of the wheel along 
the rail during rolling is considered to be due to the 
elastic deformations of the wheel and rail materials 
and is called elastic sliding, or creep: F = ku/v, where 
k is the creep coefficient, v is the train speed, u is the 
slippage velocity [2].
Objective. The objective of the author is to 
consider interaction of a wheel with a rail during rolling 
and to suggest a formula of creep coefficient.
Methods. The author uses general scientific and 
engineering methods, comparative analysis, 
mathematical apparatus, theory of elasticity, 
tangential stresses, elastic sliding model.
Results. Let us consider in more detail the elastic 
sliding model. In the rolling contact, with minor 
torques, it is established that a small slippage region 
initially appears, which then increases with an 
increase in the positive moment until full sliding occurs 
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ABSTRACT
The problem of uneven wear of a wheel set is 
considered by many scientists of the world, in the 
works related to car building. New software 
complexes for mathematical modeling are being 
created, and each follows its own theory of rolling 
stock dynamics. In this article the main provisions for 
deformation and wear of a wheel along the circle of 
rolling during car movement are considered. In this 
case, the elastic sliding model is described in more 
detail. During wheel rolling and in the presence of 
torque in the contact area, there is always a gripping 
area that is located at the entrance, and an area of 
slippage at the exit. It is proved that the coefficient 
of slippage is equal to deformation in the gripping 
area. Under certain kinematic and dynamic 
conditions, a stress distribution graph is plotted in 
the contact zone. On the basis of the theory of 
tangential stresses, a displacement formula is 
obtained, which is transformed into a new formula 
for the creep coefficient, which retains the physical 
meaning of the value found.
[11]. To understand the processes taking place in the 
contact (wheel–rail), let’s take a simplified model of 
an elastic wheel (Pic. 1).
When the wheel is fully rotated, it can be seen that 
the elastic elements that come into contact with the 
surface are in a compressed state. When leaving the 
contact area, where the elements are stressed, and 
the action of normal force weakens, the balance is 
broken and the elements relax. As a consequence, 
the wheel rotates a little more. During wheel rolling 
and in the presence of torque in the contact area, 
there is always a gripping area that is located at the 
entrance. And the slippage area is at the exit. It is easy 
to determine that the slippage coefficient is equal to 
deformation in the gripping area in the contact spot:
ñ1
xx
xx
xx
k
ε
ε
ε
= ≈
+
.
Now it’s time to use the known formulas from the 
theory of elasticity. Let’s suppose that the contact 
spot is a circle with radius а, as shown in Pic. 2a. In 
this zone tangential stresses act as:
( ) ( )
2
0 2
1xx
r
r r
a
τ σ τ= = − .
These forces lead to a displacement in the 
tangential direction:
( ) ( ) ( )2 2 20ñ 4 2 4 3 4
32x
u v a v x v y
Ga
πτ  = − − − − −  ,
where G is  shear modulus, v –  circumferential velocity.
Distribution is of a kind
( ) ( )
2
0 2
1xx
x
x x
a
τ σ τ= = −
in a strip of width 2a (Pic. 2b), leads to displacement 
of the surface
2
0x
x
u Const
aE
τ= − ,
where Е is  modulus of elasticity of the wheel material. 
With the help of these dependencies, it is possible to 
plot the distribution of stresses in the contact.
The distribution of normal pressure over the entire 
contact region is given by Hertz’s formula:
( )p x p= − .
In order to construct a stress distribution for a 
rolling contact, it is necessary to fulfill certain 
kinematic and dynamic conditions. According to 
Pic. 1, the material entering the contact region is 
deformed. Let us assume that the deformation in the 
When the tangential forces are less than the dry friction force, the relative 
sliding of the wheel along the rail during rolling is considered to be due to the elastic 
deformations of the wheel and rail materials and is called elastic sliding, or cree : 
F = ku/v, where k is the creep coefficient, v is th  train speed, u is he slippage
velocity [2].
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(wheel−rail), let’s take a simplified model of an elastic wheel (Pic. 1).
Pic. 1. The simplest model of a rolling wheel.
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Pic. 4. Slippage curve in the presence of tangential force.
It can be seen from the graph that the total sliding in the entire contact area 
occurs when Fx = µFx. In this case, the creep coefficient (pseudo-slippage): 
k = -µa/R.
Conclusion. Thus, we have obtained a new formula for the creep coefficient, 
which preserves the physical meaning of the value itself.
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contact zone is constant. And let us also suppose that 
the condition (Coulomb’s law of friction) must be 
satisfied in the slippage zone F
тр
 = μN: τ(x) = μp(x).
Then the formula for calculatin  tangential 
stresses in the contact zone is:
τ(x) = τ
1
(x)+ τ
2
(x),
where τ
1
(x) –  tangential stress in the gripping area, 
τ
1
(x) –  tangential stress in the slippage area.
As follows from Pic. 3, d = a –  c.
The formula for calculating tangential stresses 
allows us to derive the displacement formulas:
2
1 1x
x
u Const
aE
τ= − ; 
( )2
2 2x
x d
u Const
cE
τ
−
= + .
For a complete displacement, we get:
( )22
1 2x
x dx
u Const
aE cE
τ τ
−
= − + .
Pic. 2. Tangentially loaded contact.
Pic. 3. Distribution of tangential stresses in the contact zone.
а –  half the width of the contact zone; с –  gripping areas.
Pic. 4. Slippage curve in the presence of tangential force.
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These forces lead to a displacement in the tangential direction:
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32x
u v a v x v y
Ga
πτ  = − − − − −  ,
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2
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where Е − modulus of elasticity of the wheel material. With the help of these 
dependencies, it is possible to plot the distribution of stresses in the contact.
The distribution of no mal pressure over the entire contact region is given by 
Hertz’s formula:
( )
2
0 21
xp x p
a
= − .
In order to construct a stress distribution for a rolling contact, it is necessary to 
fulfill certain kinematic and dynamic conditions. According to Pic. 1, the material 
entering the contact region is deformed. Let us assume that the deformation in the 
contact zone is constant. And suppose that the condition (Coulomb’s law of friction) 
must be satisfied in the slippage zone Fтр = μN:
τ(x)=µp(x).
Then the formula for calculating tangential stresses in the contact zone:
τ(x)= τ1(x)+ τ2(x),
where τ1(x) – tangential stress in the gripping area, τ1(x) – tangential stress in the 
slippage area. 
Pic. 3. Distribution of tangential stresses in the contact zone.
а − half the width of the contact zone; с – gripping areas.
As follows from Pic. 3, d = a − c.
The formula for calculating tangential stresses allows us to derive the 
displacement formulas:
Slippage Gripping
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And the formula for deformation transforms into:
( )
1 2
22x x du x
x aE cE
τ τ
−∂
= − +
∂
.
Substituting τ
1
 for the expression of the Coulomb 
law, we obtain τ
1 
= μp
0
.
Taking into account the fact that the deformation 
in gripping area is constant, we have the formula:
02xu p d
x aE
µ∂
= −
∂
.
The total transverse force in the contact region is 
calculated by equation
( ) π πτ µ µ
µ
−
= ≈ − =
 
− 
 
∫   0 0
2
2
( )
2 2
1  .
a
x
a
N
c
F L x dx L a p c p
a
c
F
a
By transforming the expression d = a –  c we obtain 
d/a = 1 –  c/a and, substituting it into the expression 
for the total transverse force, we find the unknown 
distance d:
x
N
F
d a
Fµ
= .
Using the formula for deformation in the gripping 
area, we derive the creep coefficient:
02x x
N
u p F
k
x E F
µ
µ
∂
= = −
∂
.
We assume
0 2
a
p E
R
= ⋅ , where R is  wheel radius.
We get the final creep formula for the railway 
wheel:
x
N
Fa
k
R F
µ
µ
= − .
This dependence, as shown in the graph of Pic. 4, 
corresponds to the slippage curve.
It can be seen from the graph that the total sliding 
in the entire contact area occurs when F
x 
= μF
x
. In this 
case, the creep coefficient (pseudo-slippage):
k = -μa/R.
Conclusion. Thus, we have obtained a new 
formula for the creep coefficient, which preserves the 
physical meaning of the value itself.
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